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Einleitung. 



Eine Methode zur Integration partieller Dififerential- 
gleichungen, welche man mit einem nicht ganz zutreffenden 
Namen als Reduction auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen zu bezeichnen pflegt, bildet den Gegenstand 
der folgenden Untersuchung. Angeregt ist dieselbe durch die 
Arbeiten von Wangerin über die Potentialgleichung, vor allem 
durch die in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
Jahre 1878 (S. 152 — 166) veröflFentlichte Abhandlung, in 
welcher die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür aufgestellt werden, dass sich die Gleichung 

auf gewöhnliche Differentialgleichungen reduciren.lässt, wenn 
die Werthe der Potentialfunction auf einer Rotationsfläche 
willkürlich vorgeschrieben sind. 

Durch diese Annahme gestalten sich die Bedingungen 
besonders einfach. Versucht man, das Problem der Potential- 
gleichung ohne Einschränkung zu lösen, so macht sich sofort 
das Bedürfniss geltend, das Princip der Integrationsmethode 
schärfer zu fassen; hat man aber diese Aufgabe gelöst, so 
liegt es nahe, einen weiteren Schritt zu thun und ganz all- 
gemein die Frage zu stellen: Aufweiche partiellen Differential- 
gleichungen ist die Methode überhaupt anwendbar? Eine 
Lösung dieses Problems ist in dem ersten Abschnitt der vor- 
liegenden Arbeit versucht. 

Der zweite enthält eine ausführliche Anwendung auf die 

Theorie der Potentialgleichung. Es werden die nothwendigen 

und hinreichenden Bedingungen für die Möglichkeit ihrer 

1 



2 EinleiitiDg. 

Reduction auf gewöhnliche Differentialgleichmigeii angegeben, 
ohne dass über die Natar der zagnmde gelegten Flächen eine 
beschränkende Annahme gemacht wird; die von Wangerin 
gefundenen Resultate treten dabei als specielle Fälle auf, so 
dass der letzte Theil dieser Arbeit zugleich eine Zusammen- 
stellung der wichtigsten auf dem betrachteten Grebiete ge- 
wonnenen Erkenntnisse bietet. 



Erster Abschnitt. 

Anfstellnng der partiellen Differentialgleichnngen , welche 
durch Rednction anf gewöhnliche Differentialgleichungen 

integrirhar sind. 

§ 1. 
Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung mit 
der abhängigen Variablen V und den n + 1 unabhängigen 
Variablen p, q^, •-, p« von der Form 

WO F eine ganze rationale Function der in Klammern ein- 
geschlossenen Grössen bedeutet, deren Coefficienten irgend- 
welche — nicht nothwendig algebraische — Functionen von 
9; 9i; •••> 9n Sein mögen, und fragen: 

Wie muss die Function F beschaffen sein, damit die 
Differentialgleichung (1) befriedigt wird durch das Product 

(2) V = H . R^ . ±1^ . . • jR«, 

wenn für JSx jedes beliebige Integral einer bestimnrten ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung 

gesetzt wird, wo fx eine ganze Function der beigeschriebenen 

Grössen sein soll, während ihre Coefficienten beliebige — auch 

transcendente — Functionen der einen Variablen q^ sein dürfen? 

Im Folgenden werden wir von einer solchen partiellen 

Differentialgleichung (1) sagen, sie sei auf die gewöhnlichen 

Differentialgleichungen (3) reducirbar. 

1* 
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^X V'A ^. »* 



(«^x — ** 1, '-, u.^y 

WO ^^'^ <jirw5 H^jzeichnung für /i^ i«t — , so geht (1) über in 

utul UU^mun (^r^^uihi «ich, wenn für Ry 11^, '••, i?x— i, i?;j+i, •••, -Rn 
(ÜM all^onioinmi Iritegrulo der Differentialgleichungen 

(d; /;, ^ 0, /; ^ 0, . . ., /;_. « o, /;+, - o, ■• -, a = o 

Miiij<<irnlirt wnnlnn, «ino gewöhnliche Differentialgleichung von 
\\\^v OnliMing fi^ 

woIoImm' nuolt (lor Koniaolibt'n Annahme das allgemeine In- 
io^ml (lor Diirorouiiulgloiühung /j« >" genügen muss. In die 
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Coefficienten von (7) treten ausser den Variablen q, q^^ •••, 
9x — ij Qx + i) •••, Qn) welche hier als willkürliche Parameter 
aufzufassen sind, keine anderen als die in JB, R^, •••, JBx — i, 
Ex + i) •••; ^n enthaltenen Constanten ein, welche also entweder 
schon in den Gleichungen (6) vorkommen oder Integrations- 
constanten dieser Gleichungen sind. 

Soll aber jedes — d. h. das allgemeine — Integral der 
Gleichung j^x = einer Differentialgleichung /Xxter Ordnung 
genügen, so muss diese w^ — (ix willkürliche Constanten ent- 
halten, welche einerseits von p, p^, •••, Qx — i, Qx + i, •••; Qn 
unabhängig sein müssen, da ja Bx eine Function der einen 
Variablen Qx sein soll, andererseits nicht in die Functionen 
JS, Ri, •••, Bx^iy Rx + i, •••; Hn eintreten dürfen, weil wir 
in diesem Falle über die willkürlichen Constanten nicht ver- 
fügen könnten, ohne dadurch auch die Functionen JB, JS^, •••, 
l?x — 1, Bx + i) • • •; J^» einer Beschränkung zu unterwerfen, 
während doch oben ausdrücklich die Annahme gemacht worden 
ist, dass für B jedes beliebige Integral der Differential- 
gleichung f=0, für B^ jedes beliebige Integral der Dif- 
ferentialgleichung fi = etc. gesetzt werden dürfe. 

Da nun bereits gezeigt ist, dass die Differentialgleichung (7) 
nur Constanten enthält, welchen diese Eigenschaften nicht zu- 
kommen, so dürfen wir schliessen, dass die Annahme (ix < ^x 
zu einem Widerspruche führt, und demnach die Ordnung von (7) 
mindestens gleich der Ordnung von /i = sein muss, wodurch 
die aufgestellte Behauptung bewiesen ist. 

Die bei dem geführten Beweise angewandten Schlüsse 
sollen an einem Beispiele erläutert werden, wobei wir, da uns 
die Einsicht in das Wesen des Problems noch fehlt, den um- 
gekehrten Weg einschlagen, d. h. von einer gegebenen par- 
tiellen Differentialgleichung ausgehen müssen, während die 
allgemeine Untersuchung uns lehren soll, solche partiellen 
Differentialgleichungen allererst aufzufinden. 

Sei 

die vorgelegte partielle Differentialgleichung, also w == 1, 
N= 2, ft = 1, f*i = 1. 
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(i) r—n Hl, ^^ — ^^ Ml, ^^^ ^ df^' dddd, dq d«?. 

(5*) ^x='(lf-I^)(^-iix)-l-=0. 

Man sieht hier leicht, dass zwei Functionen JJ, jR^ nur dann 
existiren können, wenn 

-^ R = const. = Xy -ir^ — jRi = const. == x, , 

also 

Das Product JR • JBi genügt aber, wie man aus (5*) erkennt, 
der Differentialgleichung (1*) nur dann, wenn x • x^ — 1—0. 
Fasst man demnach jß und 22^ als Integrale der Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung 



auf, so ist die Forderung, dass für JB jedes beliebige In- 
tegral von /" = 0, för i?i jedes beliebige Integral von 
f^ = in den Ausdruck V =It' JR^ eingesetzt werden darf, 
nicht erfüllt. Dagegen ist dies der Fall, wenn man von den 
beiden Differentialgleichungen erster Ordnung 

(3') /-»f -i?-« = 0, Vi^^-U^-i^O 

ausgeht. Auf diese beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 
ist die partielle Differentialgleichung (!•) in dem Sinne des 
gestellten Problems reducirbar. 

§3. 

Mit den oben gewonnenen Resultaten kehren wir zu der 
allgemeinen Aufgabe zurück: 

Es sollen alle partiellen Differentialgleichungen (1) an- 
gegeben werden, welche — in dem Sinne des gestellten Pro- 
blems — auf n + 1 gewöhnliche Differentialgleichungen von 
der Form (3) reducirbar sind, wobei jetzt angenommen werden 
muss, dass 

Wx<fAx, (x = 0, 1, 2, ..., n), 
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d. h. dass die Zahlen ctx in (1) mindestens bis zu den Ordnungs- 
zahlen der Differentialgleichungen (3) aufsteigen. 

I. Wir untersuchen die Frage zunächst unter der An- 
nahme m^ SS fi^. 

F soll also in der gesuchten partiellen Differentialglei- 
chung (1) nach jeder der Variablen p« gerade so oft differentiirt 
erscheinen, als die Ordnung der die Function i?x definirenden 
Differentialgleichung angiebt. 

Seien w + 1 gewöhnliche Differentialgleichungen der 
Form (3) vorgelegt, welche — nach den höchsten Differential- 
quotienten aufgelöst — sich so schreiben lassen: 

(x = 0, 1, 2, •••, n). 

Behauptung: Jede partielle Differentialgleichung 
^; •••; —. a -^> •••1=0, 

(a^==0, 1, ••, wi^; x = 0, 1, •••, n)^ 

welche auf diese gewönlichen Differentialgleichungen reducir- 
bar ist, muss so beschaffen sein, dass, wenn wir die Grössen 



(4") 



V = JB • iSj • • • 2?n5 



(«x = 0» 1, •••,»nx) 

einsetzen, die entstehende Gleichung 



(dR dT'B äB^ dT^B^ dB^ d'^nii\ 

mit Benutzung der Belationen (3^) eine in den Grössen 
^ dB dT-'B j, dB^ dr^-^B, dB^ d^n-^B^ 



identische Gleichung wird. , 



w»« — 1 
n 
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Der Beweis beruht auf denselben Schlüssen, wie der in 
§ 2 gegebene: 

Nehme an, die aus (8) durch Einsetzen der Grössen (3^) 

erhaltene Gleichung sei in den Grössen 2?x; -j — , ••*, — ;^"^rr 

^x do * 

nicht identisch. 

Fallen auch JB, 2?^, •••, i?x— i, J^^x+i, •••; J^n und deren 
Ableitungen nicht aus der Gleichung heraus, so ergiebt sich, 
wenn für JR, JJ^, •••, Rx—iy J?x+i, -"p Bn die allgemeinen In- 
tegrale der Gleichungen (6) eingesetzt werden, eine Differential- 
gleichung von höchstens (nix — l)-ter Ordnung in R^y welcher 
das allgemeine Integral von fx = genügen müsste. Da aber 
auf diese Differentialgleichung alle in § 2 für die Gleichung (7) 
gemachten Bemerkungen zutreffen, würde uns die gemachte 
Annahme hier auf denselben Widerspruch führen wie dort. 

Ist unsere Gleichung in den Grössen JB,«'-,i?x--i;-Bx+i;-*, B» 
und deren Ableitungen identisch, so lässt sich der letzte Schluss 
unmittelbar auf dieselbe anwenden. 

§4. 

Dass es partielle Differentialgleichungen giebt, welche 
den unter I (§ 3) gemachten Anforderungen entsprechen, hatten 
wir bereits an dem Beispiele in § 2 gesehen-, denn dort war 
^ =z m = 1 und f*i = m^ == 1. 

Es ist wohl nicht überflüssig, ehe wir zu dem zweiten 
denkbaren Falle fix > ^x übergehen, ebenfalls an einem Bei- 
spiele zu zeigen, dass dieser Fall wirklich existirt. In der 
That reducirt sich die partielle Differentialgleichung 

* (C, Pi) ^+ äf^ - |^{^(C, 9i) + 1 ) - 1£+ F- 1 = 0, 

für welche ft = 2, ft^ = 1 ist, auf die beiden gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

^? _ JJ _ X = und ^ - Ä - - = 0; 

dQ dQi ^ H ' 

hier ist also ft = 2 > m = 1. 

Dass dieser zweite Fall ein weit geringeres Interesse 
beansprucht als der erste, soll sgäter erörtert werden. Immer- 
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hin ist seine Discussion für die Vollständigkeit der vorliegenden 
Untersuchung erforderlich. Wir suchen also 

n. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass eine partielle Differentialgleichung 



(1«) 



I 7 * * ' ? ' « /r 7» J 



0, 



in welcher «^ = 0, 1, 2, •••, w«, ^x + 1? • ••, w?x + rf« und 
mindestens ein rf^ > ist, durch das Product 

befriedigt wird, wenn für die Hjc die allgemeinen Integrale 
der Differentialgleichungen 



(3) 



fAR 



x? 






'' ~d^ 

^x 







gesetzt werden. 

Das Resultat braucht nur ausgesprochen zu werden, da 
der Beweis von dem vorhergehenden (§ 3) nicht verschieden ist. 

Diflferentiirt man in dem System (3) die Gleichung 
^x = (für X = 0, 1, •••, w) t/x-nial, rechnet aus den so er- 
haltenen [(n + 1) + d + t?x + • • • + tZ„] Gleichungen 



(9) 



fAR. 



X; 



/xll i?x, 



dJR, 
dB^ 



d'^^B, 



m, 
x 



dq"* 



= 0, 



de,' 

f iTt ^^^ 



' dp*"""*''''' 



= 0, 



0, 



die Differentialquotienten 



d"'x + '^xB 



dq 



"»x+^x 



(für x = 0, 1, ---w) 



als Functionen von 
dB d 



m — 1 



B 



m E, -,--,...,—-,,... ,ü„, 



dB 



n 



d'^n-^B 



n 



d9„' 



' day-' 
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auS; was stets möglich ist^ und setzt diese Functionen in die 
aus (P) mit Benutzung von (4®) 



(4«) 



' 




F = 


R . 


Ri ' 


• • -Hx • 


Rny 


dg dg ^ ' 


■de'"-- 


■ + ''nr 


dg"" 


dgl' 


d^xi?^ 


■ • • 


^^? 


de""' 


k 


('»x = 0, 1, 2, 


•••. '«X 


» • • • » »»X 


+ ^x) 





erhaltene Gleichung ein^ so muss das Resultat eine in den 
Grössen (10) identische Gleichung sein. 

§5. 

Wir sind jetzt imstande, den analytischen Ansatz unseres 
Problems zu machen. 

Die gesuchte Gleichung (1°) — in dem Falle I sind 
sämmtliche dx Null — soll mit Benutzung der Gleichungen 
(4*^) und (9) eine Identität in den Grössen Rx und deren Ab- 
leitungen sein. Da alle genannten Grössen in den Gleichungen 
(4«) und (9) algebraisch enthalten sind, so muss die Gleichung 
(P) aus diesen durch algebraische Elimination der Rx und 
ihrer Ableitungen hervorgehen. 

Wenn es gelingt, die Formen aller möglichen derartigen 
Eliminationsgleichungen aufzustellen, ist das vorliegende 
Problem vollständig gelöst. Es ist ein rein algebraischer 
Eliminationsprocess mit Berücksichtigung aller denkbaren 
speciellen Fälle zu discutiren. Bei dieser Untersuchung, auf 
welche die ganze Aufgabe zurückgeführt ist, werden wir wie- 
der die beiden Hauptfälle I und II gesondert behandeln und 
mit dem ersten beginnen. 

§6. 
I. Hauptfall. 

Wir haben d = df^ = . • • = rf„ = zu setzen, wodurch 
die Gleichungssysteme (4®) und (9) sich auf die Gleichungs- 
systeme (4^) und (3) reduciren. Die Anzahl der zur Ver- 
fügung stehenden Gleichungen (4^) und (3) sei P; für unsere 
Zwecke ist es unnöthig, dieselbe zu berechnen. Es ge- 
nügt, zu zeigen, dass P>Jlf+l; wenn mit M die An- 
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zahl der zu eliminirenden Grössen bezeichnet wird^ also 
M=n+1 + ^m,. 

Berücksichtigen wir nämlich in (4^) ausser der ersten 
Gleichung nur diejenigen, in welchen keine gemischten par- 
tiellen Differentialquotienten von V vorkommen, in welchen 
also V nach einer einzigen Variablen differentiirt erscheint, 
so erhalten wir die (1 -{-^niy) Gleichungen: 

dV dB j. Ty d'^V d'^B T, jy 



(11) 



dV -o äB, j. d'^'V j. d'^'B, j. 

^Qi dg, "' ' a^J** dQl'' ' 



und mit den w + 1 Gleichungen (3) zusammen bereits 3f + 1 
Gleichungen. Es scheint demnach, dass wir aus der Zahl P 
der Gleichungen (4^) und (3) beliebige JJf + 1 Gleichungen 

herausgreifen und aus diesen die M Grössen 2?x, — -~^ elimi- 

niren können. Dies dürfen wir jedoch, wenn wir triviale 
Resultate vermeiden wollen, aus dem folgenden Grunde nicht: 

r = M • Ml Hn ; 

— = jK • -«1 iVx — 1 ^ • -«x + 1 lin, 



(12) 



a"+«'+'*+"nF a"F d^^v a"«F 



(13) F~ . 

Hier lassen sich also aus n + 3 von den Gleichungen (4^) 
bereits sämmtliche Grössen JJ^i eliminiren. Die so 
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erhaltene Differentialgleichung (13) hat für uns kein Interesse, 
da bei ihrer Herleitung die Gleichungen (3) gar nicht benutzt 
worden ' sind. Sie wird befriedigt durch das Product 

B . Ri Rnf wenn für Ex irgend eine Function von q^ 

gesetzt wird. 

Wir müssen folglich unsere Jf + 1 Gleichungen so wählen, 
dass dieser Fall nicht eintreten kann. Die Anzahl der hier- 
nach sich bietenden Möglichkeiten ist im Allgemeinen je nach 
der Anzahl der Variablen und den Ordnungszahlen der Glei- 
chungen (3) noch immer beträchtlich. 

Eine einfache Überlegung macht es uns möglich, die 
Untersuchung trotzdem einheitlich zu gestalten. Wählen wir 
nämlich zur Elimination unserer M Unbekannten eine Com- 
bination von üf + 1 Gleichungen aus (3) und (4^), in welcher 
z. B. die n + 2 ersten der Gleichungen (12) enthalten sind, 
dann eine zweite Combination, welche aus jener entsteht, wenn 
die erste der Gleichungen (12) durch die letzte ersetzt wird, 
so erhalten wir zwei Eliminationsgleichungen, und es ist klar, 
dass wir die zweite mit Hülfe der Relation (13) auch unmittel- 
bar aus der ersten herleiten können. 

Wenn wir daher sämmtliche partiellen Differentialglei- 
chungen bilden, welche aus den Gleichungen (3) und (11) 

durch algebraische Elimination der M Grössen Ry^ 

hervorgehen können, so werden wir aus diesen mit Hülfe der 
Relationen (13) alle überhaupt möglichen Eliminationsgleichun- 
gen, d. h. alle unseren Anforderungen genügenden partiellen 
Differentialgleichungen erhalten. 

Anm. Dass die Gleichungen (11) algebraisch unabhängig von 

einander sind, bedarf keines Beweises, da jede der Grössen nur 

in einer einzigen Gleichung vorkommt. — 

Im Allgemeinen, d. h. wenn wir über die Beschaffenheit 
der Functionen f^ in (3) keine besonderen Annahmen machen, 

werden wir, um die M Grössen ü«, eliminiren zu 

können, sämmtliche M -{- 1 Gleichui:]^en (3) und (11) be- 
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nutzen müssen. Zunächst setzen wir die aus (11) sich er- 
gebenden Werthe 

(x = 0,l, ■■■,n; a^=l,a, ■■ -m^) 

in die Gleichungen (3) ein; hierdurch lassen sich diese in die 
Form bringen 

(14) «'.0 • ^l' + ^x • K"'" + • • • + ^.^^-^ • ^. + '.x^ = 0' 
WO alle Vxh^ ganze homogene Functionen gleichen Grades der 

Grössen V, — -- sind. Bezeichnen wir die Lösungen dieser 

in jRx algebraischen Gleichungen (14) mit 

(15) B^:, bT, . . , b!''\ . . , R^t 
SO ist 

(16) U[r-B''.Bf'^...Bt''^]=^0 

h =1,2,... ,<i 
Ai==l,2,..-,2i 

die gesuchte Eliminationsgleichung. Denn ihre Coefficienten 
sind ganze symmetrische Functionen der Lösungen der ein- 
zelnen Gleichungen (14), also ganze Functionen der v^h^ und 

demnach auch in den Grössen F, — — ganz und rational. 

Wir wollen. die Form der partiellen Differentialgleichung 
(16) für einen besonders wichtigen Fall feststellen. Sind 
nämlich alle Gleichungen (3) linear, also von der Gestalt 



so sind sämmtliche Ax = 1, wir erhalten für das Gleichungs- 
system (14) das folgende: 

(18)T{7^+^«x(p.)-p:^+---+V'..a9>.)-'^)=*«(<''<)> 



X ^X 
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und als Eliminationsresultat ergiebt sich die partielle Diffe- 
rentialgleichung : 

Jede aus dieser mit Hülfe der Relationen (13) her- 
geleitete partielle Differentialgleichung ist nach der oben ge- 
machten Bemerkung ebenfalls auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen reducirbar. Den bekanntesten Fall erhalten 
wir für 

m = mi=^ ' " = m„-i = w„ = 1 und ^oi, ^n, • • •, ^«i = 
aus (16*), indem wir die Beziehung 

benutzen. Es ergiebt sich die Differentialgleichung 

welche sich auf die w + 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 

= tx(Qx) 



reduciren lässt, d. h. 

/ ^(9) • ^l((>l) tn(fin)dQ 'dQi dQn 



= / ^(()) dQ I iI^i{Qi) rfpi • • • / tn(Qn) dQn • 



Die in § 2 als Beispiel gewählte Differentialgleichung 
geht aus (16*) hervor für 

w = 1, m = mi = \y ^01 = ^11 = — 1, ^0 = 3«, ^1 = - 

mit Benutzung der Relation 

T^ a*F dV dV 
dqdqi dg dQi 

Wir müssen noch die Ausartungen studiren, welche der 
Eliminationsprocess bei besonderer Beschaffenheit der Glei- 
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chungen (3) erleiden kann, Fälle, welche — von dem all- 
gemeinen Gesichtspunkt aus betrachtet — wenig Interesse zu 
bieten scheinen, uns aber gerß.de zu jenen Classen von par- 
tiellen Differentialgleichungen führen werden, auf welche die 
vorliegende Methode bisher fast ausschliesslich angewandt 
worden ist. 

Es kann nämlich der Fall eintreten, dass sämmtliche M 
Unbekannte sich aus weniger als JK + 1 Gleichungen elimi- 
niren lassen. 

Zunächst soll die Bedingung dafür aufgestellt werden, 
dass zwischen den w^ + 2 Gleichungen 



ni 



dB, öTi^E, 




A 

(19)JF = i? üi JJ,, 

8F p p dB. a».*7 dm^B, 

(wo h eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., w ist) eine Elimination 
der m^ + 2 Grössen 

^h) -3-— ; • • •; ~ ^ind H==s R JBä— 1 • -Bäh- 1 Bn 

möglich wird. (Das Product R jBä— 1 • JBä+i Rn ist 

als eine Unbekannte zu betrachten, da in den Gleichungen 
(19) die Grössen IZ, • • •, JSä-i> -Rä+i; • • •; Rn in keiner 
anderen Verbindung auftreten.) 

Zu diesem Zwecke bilden wir die Functionaldeterminante 
der m^ + 2 Functionen 

nach den Wa + 2 Variablen 
d. i. 



16 
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(20) 






dp/ dq^ 























B. 



H 



H 











• • 




\d(ij 



^(k 



d"'h-'B 



h 



dC' 







s 







2A 






H 











a/; 



h 



im 



Wh 






dh 






+ • • • + i2, 



3/; 



h 



h • 



^(^a) 



Das Verschwinden der in { } eingeschlossenen ganzen Function 
der Grössen 



(21) 



■Llhf ; 

^9h 



d"»AÄ, 



^9, 



mj^ 



ist die gesuchte Bedingung. 

Nun darf aber zwischen den Gleichungen 



(22) 




dB^ 



— -M = o 



und 



5 = 



d"*ÄÄ 



h 



df, 



h 






+ • • • + J?- 



8fH 



h • 



K^o) 
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eine Elimination des höchsten Differentialquotienten 

nicht möglich sein^ da sich dann eine Differentialgleichung 
von höchstens (m^ — l)-ter Ordnung für JSa ergeben würde, 
welche keine willkürliche Constante enthielte, was nach dem 
mehrfach angewandten Schlüsse (vgl. §§ 2, ^) gegen die An- 
nahme ist. Folglich muss (da fh und ^a Functionen gleichen 
Grades sind) eine in den Grössen (21) identische Relation 

(23) gÄ = a.A 

stattfinden, wo Ca von den Grössen (21) nicht abhängt. Durch 
Coefficientenvergleichung ergiebt sich unmittelbar, dass Ca eine 
Constante und fn eine ganze homogene Function der Grössen 
(21) sein muss, deren einzelne Glieder die Dimension Ca be- 
sitzen. (23) ist die erste Euler'sche Relation für die Func- 
tion fh. 

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch so: 
Man setzt 









'A "^A 

(«A = l» 2, .•.,m;,) 

in die Gleichung fh==0 ein; dann muss sich J?a aus der ent- 
stehenden Gleichung wegheben; d, h. deren linke Seite muss 
das Product einer Potenz von JJa mit einer von Bh unab- 

hängigen Function von V, — ~ werden, was nur möglich 
ist, wenn 




also fh eine ganze homogene Function der Grössen (21) ist. 
Die in diesem Falle erhaltene Eliminationsgleichung ist 
eine homogene gewöhnliche Differentialgleichung mit der un- 
abhängigen Variablen ^a und der abhängigen Variablen V 
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Ist im Besonderen /* == eine lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung ^ also 

so hat die Eliminationsgleichung die Form 

Wir sind damit beschäftigt, alle Fälle aufzustellen, in 
welchen eine Elimination unserer M Unbekannten aus einer 
Zusammenstellung von weniger als 3f -f- 1 Gleichungen aus 
den Systemen (3) und (11) möglich ist. In jeder derartigen 
Zusammenstellung treten weniger als n + 1 von den Glei- 
chungen (3) auf; wir wollen annehmen, es seien dies die 
? + 1 ersten: 

(27) r=0, /i = 0, ..., fi-i = 0, /; = 0, o<«). 

Dann müssen aus dem Gleichungssysteme (11) offenbar die 
folgenden Gleichungen hinzugenommen werden: 



(28) 



dV dB j^ j. a"*F äTB j. j. 

dq dq ^ «> ) ^^m ^^m «' 



^Y dB^ ^^ly ^iB^ 

wir haben [(i + 1) + (1 + w + mi + • • • + m^)] Gleichungen 
und ebenso viele Unbekannte 

dB äü^B ^^i ^'^i 

(Da die Grössen i?z+i? ^«+2» . . ., i2n in den Gleichungen 

(28) nur in der Verbindung Bij^i . Bi^i iJ» auftreten, ist 

dieses Product als eine Unbekannte zu betrachten.) 

Nach denselben Methoden wie oben — mit Hülfe der 
Functionaldeterminante, welche hier einige Umformungen er- 
fahren muss — oder unmittelbar durch Einsetzen — lässt sich 
ohne Schwierigkeit feststellen, dass eine Elimination aller 
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Unbekaimten aus den Gleichungen (27) und (28) nur dann 
möglich ist, wenn bereits aus einer der Gleichungen (27) z. B. 
aus /a = (Ä^o und den Gleichungen 

dV ^^h 

o '^ r 7? T? * I? 1? 

• • •• T= XI XIa 1 IXkJL.1 JXfi 

sämmtliche Grossen R und deren Ableitungen sich eliminiren 
lassen. 

Dies ist aber der zuerst behandelte Fall; derselbe fahrte 
uns zu homogenen gewöhnlichen Differentialgleichungen mit 
der abhängigen Variablen V vom Typus (25) bzw. (25*). 

Wir können jetzt die gewonnenen Resultate folgender- 
massen zusammenfassen: 

Hat eine partielle Differentialgleichung 

in welcher sich die Zahlen «x bis zii ^x erheben, die Eigen- 
schaft, durch das Product 

(2) r=R'Ri Rn 

befriedigt zu werden, wenn wir für die R^ beliebige Integrale 
der w + 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 

(8) /-.lÄ, "- ""^-^ 



** * • * — — 



J = o 



»9x dg 

setzen, so sind drei Fälle möglich: 

(A) Gleichung (1) hat die Form 

(16) JJ j r ~ R^'^ . Efi^ Ry] = 0, 

wo wir mit R^ die Ax Lösungen einer algebraischen Glei- 
chung (14) bezeichnen, deren Coefficienten ganze homogene 

^«x Y 
Functionen gleichen Grades von F, — — sind. 

dg * 

^x 

(B) Gleichung (1) ist eine algebraische Folge von n + 1 
gewöhnlichen homogenen Differentialgleichungen 

2* 
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(25) *, 



fr |I ... !!:iA = o 



(C) Gleichung (1) geht aus einer Differentialgleichung 
vom Typus (A) oder (B) hervor mit Benutzung der Relationen 



(13) F» • 



dq *dq ^"'dQ * dg 'dg ^ dg ^ 



§7. 
II. Hauptfall. 

Wir hätten noch (vgl. § 4) die Aufgabe zu lösen, alle 
Typen von Eliminationsgleichungen aufzustellen, welche sich 
aus den Gleichungen (4®) und (9) durch algebraische Elimi- 
nation der sämmtlichen Grössen 

ergeben, wenn wir annehmen, dass die Zahlen c?, di, . . ., dn 
nicht alle Null sind. 

Jedoch wird eine einfache Überlegung uns gestatten, 
diesen Eliminationsprocess zu umgehen, indem die partiellen 
Differentialgleichungen, welche wir durch denselben erhalten 
würden, in einfachsten Zusammenhang mit den in § 6 auf- 
gefundenen gesetzt werden können. 

Es soll im Folgenden das System der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen (3) ein System vom Typus (A) ge- 
nannt werden, wenn das nach § 6 hergestellte Eliminations- 
resultat eine partielle Differentialgleichung von der Form (16) 
ist, dagegen ein System vom Typus (B), wenn das Elimina- 
tionsresultat sich aus (w+ 1) homogenen Differentialgleichungen 
(25) zusammensetzt. 

Sei zunächst das System (3) vom Typus (A), und die 
partielle Differentialgleichung 

das in § 6 gefundene Eliminationsresultat. 
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Wenn wir VP nach einer der unabhängigen Variablen Qx 
dx-mdil differentiiren und die dabei auftretenden gemischten 
DifiFerentialquotienten von V vermöge der Relation (13) durch 
solche ersetzen, in welchen V nur nach einer einzigen Variablen 
dififerentiirt ist, so erhalten wir ein System von dx Differential- 
gleichungen 

CIJ ff |r • * • ^^— — • ■ • — — « • • . • • • — — ^ • • • —^—~.— I ^Bs I I 



(30) ! 



H 






Führen wir diese Operation für alle q aus, so erhalten 

n 

wir w + 1 solcher Systeme, also ^^dx Gleichungen, welche 

x=0 

sämmtlich durch das Product F = 2J • iZi • • • 2?« • • • J?» be- 
friedigt werden. 
Sei nun 

r, .... £— — !! IT, ...\,= o 

' ap«...ae:«...ap-»' J 

eine auf die gewöhnlichen Differentialgleichungen (3) reducir- 
bare partielle Differentialgleichung, in welcher die Zahlen a^ 
bis zu den Werthen nix + dx aufsteigen; die nix sind wieder 
die Ordnungszahlen der die Functionen Ji, definirenden gewöhn- 
liehen Differentialgleichungen und mindestens ein dx sei von 
Null verschieden. 

Wir benutzen auch hier die Relation (13) und erhalten 
so aus (31) eine partielle Differentialgleichung von der Form 



welcher das Product V= R' Bi Rx Bn genügt. 

Aus jedem der Systeme (30) können wir die Grössen 

jedenfalls algebraisch ausrechnen als Functionen von 



= 0, 
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y IV d^ dV d'^^V dV d^ 

Setzen wir diese Werthe in (32) ein, so ergiebt sich eine 
partielle Differentialgleichung 

(33) i^,(^F, g^, ...,—,..., ^^-, ...,—, ...^ ^ 

welche gleichfalls das Integral F= 22 • i?i • • • JS^ • • • J?n be- 
sitzen muss. 

Diese kann aber nach § 6 — da das System (3) nach 
Annahme vom Typus (A) ist — nur eine algebraische Folge 
der Differentialgleichung (29) sein. Es ist also (32) eine 
algebraische Folge der Gleichungen (29) und (30), und da die 
Gleichungen (30) aus (29) durch Differentiation gebildet sind, 
so kann die Differentialgleichung (31) als eine analytische 
Folge der Differentialgleichung (29) bezeichnet werden, d, h. 
sie kann aus dieser durch algebraische und analytische Opera- 
tionen hergeleitet werden mit Benutzung der Relation (13). — 

Ist das System (3) vom Typus (B), so haben wir nach 
§ 6 statt der einen partiellen Differentialgleichung (29) » + 1 
homogene gewöhnliche Differentialgleichungen 

(25) *.|^F, ^^, .., ^-j-=0. 

Differentiire jede der Gleichungen ^x == rf^-nial nach der 
Variablen ^x» An die Stelle der Systeme (30) treten hier die 
folgenden: 

dV a'^x+iF' 



(34) 



*^^ (^' ä^/ • • •' ^e^j == ' 



„ dV 8"'«+'' » , , _ . 



g''*x+^ Y ^'"x+2 y 
Aus jedem dieser Systeme lassen sich ^ , y, --^r+2^ 

7 — i^TTd' ausrechnen. Eine vorgelegte auf das System (3) 
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reducirbare partielle Differentialgleichung (31) lässt sich 
wieder in die Form (32) setzen mit Benutzung der Relation 
(13), und durch Einsetzen der aus den Systemen (34) ge- 

wonnenen Werthe von — ■ . , , •••, r-?- auf eine partielle 

Differentialgleichung von der Form (33) zurückführen, welche 
nach § 6 eine algebraische Folge der Gleichungen (25) sein 
muss. 

Die vorgelegte Differentialgleichung (31) ist demnach in 
diesem Falle eine analytische Folge der n + 1 Differential- 
gleichungen (25). 

§8. 

Das vollständige Resultat der durchgeführten Unter- 
suchung lässt sich folgendermassen aussprechen: 
Soll eine partielle Differentialgleichung 

— WO 1^ eine ganze algebraische Function der Argumente mit 
beliebigen transcendenten von den Variablen q^ abhängigen 
Coefficienten ist, — sich reduciren lassen auf ein System ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen 

(x = 0, 1, 2, ..., n), 

— die /x sind ganze algebraische Functionen der B^; — ^, 

deren Coef&cienten transcendente Functionen von q^ sein 
dürfen — d. h. soll (1) befriedigt werden durch das Product 

(2) r=R'Ex Bn, 

wenn für B^ jedes beliebige Integral von /i = gesetzt wird, 
so ist zunächst nothwendig, dass die Zahl, welche angiebt, 
wie oft V in der Differentialgleichung (1) nach der Variablen 
Qx differentiirt erscheint, mindestens so gross ist als die Ord- 
nimg Wx der die Function Bx definirenden gewöhnlichen 
Differentialgleichung fx = 0. 
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Ist diese Bedingung erfallt; so sind drei Fälle möglich: 

(A) Die partielle DiflFerentialgleichung (1) hat die Form 

(16) ^ = JTI ^ "" ^'^ ' ^''^ ^y]= 0, 

wenn mit B^**^ die Ax Lösungen einer in B^ algebraischen 
Gleichung bezeichnet werden^ deren Coefficienten ganze homo- 

gene Functionen gleichen Grades von V, — — sind. 

dg/ 

(B) Gleichung (1) ist eine algebraische Folge von w + 1 
gewöhnlichen homogenen DifiPerentialgleichungen 



(25) 



^ /t7 ar cr><v\ ^ 



(C) Gleichung (1) l'ässt sich aus einer Differentialgleichung 
vom Typus (16) oder aus einem System vom Typus (25) her- 
leiten durch algebraische und analytische Operationen und 
mit Benutzung der Relationen 

(13) F- 8"+ •+O.F 8'F 8;^ 

dg ... ^^ * dg dg " 



Zweiter Abschnitt. 

Anwendung der entwickelten Theorie auf die Integration 

der Potentialgleiebnng. 



§ 1. Allgemeines Problem. 
Vorgelegt ist die partielle DiflFerentialgleichung 

^* F r^V /5*F 

Transformiren wir auf krummlinige Coordinaten durch die 
Gleichungen 



y = ^i(e; Qu Q2)> 
ß =Uis^ Qi) Q2), 



(2) 

so geht (1) über in 

, O ^'^ ^ I ^^A I ^^A I ^^A A 



wenn 



(4) 



^'-m+m+iur-^ 



K = (fer+ (fer+ (fe) •. 



.^i - (fe) + (fer+ (fe) •> 



(5) 



i 



^9 



1 "i a..i "T 



da; 



ay' 



a«" 



s*9i I a'gi , 8'gi. 






dx 



dy' 



dz' 
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(6) 



\y =- ?ii ^_^ 4- ?fi ?.?« 4- ?^i L^*. 

dx dx ' dy dy "^ dz dz^ 

(j =» ??a ?!. _L ^-^» ^9. 4- ?£a ^_?-. 

^ dx dx "^ dy dy "^ dz dz ^ 
(j =t ^^ ^^' I ^^ ^^^ .1 ^^ ^^> 



gesetzt wird. 

Wie müssen die Functionen (2) bescliaffen sein, damit 
wir die Gleichung (3) integriren können? 

Die Gleichungen (2) definiren drei Schaaren von Flächen; 
unsere Frage ist also identisch mit der Frage nach der Natur 
dieser Flächen, weshalb wir mit Beziehung auf die zugrunde 
liegende Bandwerthaufgabe der Potentialtheorie das analytische 
Problem kurz so aussprechen: Wie muss die Fläche beschaffen 
sein, auf welcher wir die Werthe der Potentialfunction will- 
kürlich vorschreiben, damit die Potentialgleichung integrir- 
bar wird? 

§ 2. Beduction auf gewöhnliclie Differentialgleicliungen. 

Wir schränken die ausgesprochene Aufgabe dahin ein: 

Wann wird die transformirte Potentialgleichung (3) be- 
friedigt durch den Ausdruck 

(7) r=l'E'Bi'B^, 

wenn für Rx (x = 0, 1, 2) jedes beliebige Integral einer 
gewissen gewöhnlichen Differentialgleichung mit der unab- 
hängigen Variablen Qx gesetzt wird, während der sämmt- 
lichen particulären Lösungen (7) gemeinsame Factor A 
eine zunächst unbestimmte Function aller drei Variablen 

Qy 9n 92 ist? 

Diese Fassung des Problems ist eine Modification der 
von Wangerin gewählten Fragestellung. (Vgl. die in der Ein- 
leitung erwähnte Arbeit.) 

Die Antwort wird durch die Resultate der allgemeinen 
Untersuchung (Abschnitt I, § 8) gegeben sein, wenn wir in (3) 
einsetzen 

(8) r=l'V\ 
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Es ist dann nur zu prüfen, wie Xj y, a^ X als Functionen 
von Qy Q^y Q2 ^^ bestimmen sind, damit die erhaltene partielle 
Differentialgleichung 

^'F' ^*F' 

einer der drei (I. § 8) aufgestellten Classen von partiellen 
Differentialgleichungen angehört, welche in dem Sinne der 
Theo^e auf gewöhnliche Differentialgleichungen reducirbar sind. 
Wenn wir die Relationen 

a«F' 1 dV dV d^V 1 dV dV 



— — • 



aO^ i^<?^^i ^' ^^ dg,^dgdg^ V dg dg,' 

^Qi dg, F' dgi dg^^ 

benutzen, so erhalten wir aus (9) eine partielle Differential- 
gleichung der Form 

/^ v^^'^'^r. x^'^'^'-L^ F'^'^'j.., dV'dr 

X 2 



(11) 






Zunächst leuchtet unmittelbar ein, dass diese nicht eine 
Gleichung vom Typus (A) [I. § 8], noch auch von einer solchen 
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abgeleitet sein kann^ da ihr Grad in diesem Falle mindestens 
3 sein müsste. 

Folglich ist, wie die allgemeine Untersuchung gelehrt 
hat, die Gleichung (11) durch algebraische imd analytische 
Operationen hergeleitet aus einem System von drei homogenen 
gewöhnlichen Differentialgleichungen mit der abhängigen 
Variablen F', deren Ordnung nicht höher als 2 sein darf. 
(Erster Abschnitt § 2.) 

Wir wollen nun fordern, dass diese drei Differential- 
gleichungen alle von der zweiten (nicht niedrigerer) Ordnung 
sein sollen; dann muss sich (11) als eine algebraische Folge 
derselben darstellen. 

Wenn wir also aus den drei gewöhnlichen Differential- 
gleichungen die höchsten Differentialquotienten ausrechnen: 

(\2)^-^-=0(^-^ r).^^«^(^^' F').^^-*i^^ r) 

und in (11) einsetzen, soll die Gleichung in V und den ersten 
partiellen Ableitungen identisch sein. Da aber eine alge- 
braische, nicht rationale Function sich nicht gegen eine ratio- 
nale wegheben kann, müssen ^, ^j, $2 nothwendig rationale 
Functionen der eingeklammerten Grössen sein, d. h. die drei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen sind in den zweiten Ab- 
leitungen jedenfalls vom ersten Grade. Ebensowohl hätten 

dV* dV dV 
wir -^, ^ — , -K— ausrechnen und in (11) einsetzen können; 

also sind auch diese Grössen linear in den gewöhnlichen 
Differentialgleichungen enthalten, für welche sich, da sie 
homogen sein müssen, zunä,chst die folgende Form ergiebt: 

Die Axy Bxy Cxy Djc siud beliebige transcendente Functionen 

von px (* = 0, 1, 2): 
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ar 


- "• (»' \i + "• '■) 


dg^ 





(14) 



Setzen wir (14) in (11) ein und bringen die linke Seite der 
Gleichung auf gemeinschaftlichen Nenner, so ergiebt sich im 

-^-^) enthält, der 

folgende 

o«, = A . Ä« = A [(p}) + (^y + gl)*], kann also für keine 

Wahl des Coordinatensystems Null sein. Folglich ist Ä = 

(d* V \* 
^ — i) ^^^ 

■^ — i- ] verschwinden, ist nothwendig auch -4^ = und Ä2 = 0, 

indem a^ = A/j^^ und «22 = ^^^2* wieder von Null verschieden 
sind. Da die Gleichungen (13) unserer Forderung gemäss die 
zweiten DiflFerentialquotienten enthalten müssen, so sind J5, 
Bij B2 nichtversch windende Grössen, durch welche wir divi- 
diren können, und wir erhalten als erste nothwendige Bedingung 
die folgende Form der gewöhnlichen DiflFerentialgleichungen: 



(15) 



if + 9(9) ^'+ HQ)r =0, 

^ + 92(9$) 8^ + M9t) V = 0. 



Bis jetzt war es noch nicht nöthig, einschränkende Annahmen 
üher die Ooefficienten von (11), also über die Art des einzu- 
führenden krummlinigen Coordinatensystems zu machen; alle 
Besultate beziehen sich zunächst auf die Form der gewohn- 
lichen Differentialgleichungen imd können in folgenden Satz 
zusammengefasst werden: 

Soll die transformirte Potentialgleichung (3) ein 
Integral 

(7) F-=A .Bi?i-I^ 
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besitzen^ wo B, B^, B^ die allgemeinen Integrale dreier 
gewöhnlicher Differentialgleichungen von mindestens 
zweiter Ordnung sind, so müssen dies lineare homo- 
gene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, also 
von der Form 



(15a) 






dB 



+ ^^9) ^ +t{9)B =0 

dg^ 



dQi 



d^R. 



dg 



+ 'pAih)^^ + M9.)ii. = o 



2 



dp. 



sein. 



Setzen wir nun die aus (15) sich ergebenden Werthe von 
a»7' d*V' c^V 

ficienten dieser Gleichung folgende Bedingungen 



in (11) ein, so erhalten wir für die Coef- 



a 



Ol 



0, 



a 



02 



= 0, «12=0; 



11 



9i (Qx) } «2 = «22 • 9« (Pa) ; 



(16) 

(17) fl^o = «oo-9>(e); «i=« 

(18) ö = «00 •*((>) + «11 • *1 (^l) + «22 • *2((>2); 

und man erkennt sofort, dass diese nicht nur nothwendig 
sondern hinreichend sind, da bei einer derartigen Bestimmung 
der Coefficienten die Gleichung (11) sich als homogene lineare 
Function der linken Seiten von (15) darstellt. 

Unsere Aufgabe ist auf die folgende zurückgeführt: Wie 
sind Xy y, z, X als Functionen von q, q^ Q2 zu bestimmen, 
damit die Gleichungen (16), (17), (18) erfüllt sind? 



§ 3. Discussion der Bedingungen (16). 

Ooordinaten. 



Orthogonale 



a, 



Ol 



2X ' 02 9 «02 ■* 2 A • (Jj , «12 ''^ 2 A • <? . 
Die Bedingungen (16) fordern also [vgl. (6)], dass 

= 0, 



(19) 



^ dy 



dx dx 



dgi 1 dg dg^ 

' dz dz 



dy 



dg^ dg ■ dg^ dg 
dx dx ' dy dy 



+ ?/•- p =0, 

* dz dz ' 



dgi dg^ , ^ dg^ , dg^ dg^ ^^ q 

.dx dx "^ dy dy "^ dz dz ' 
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d. h. das durch die Gleichungen (2) eingeführte krumm- 
linige Coordinatensystem muss orthogonal sein. 

So oft man bisher die Potentialgleichung auf gewöhnliche 
Differentialgleichungen reducirt hat, ist man von derartigen 
Systemen ausgegangen, wodurch man in den Stand gesetzt 
war, die mühselige Transformation der Potentialgleichung 
durch Rechnung zu umgehen und sich der eleganten Methoden 
von Jacobi und Dirichlet zu bedienen (vgl. u. a. Heine's Hand- 
buch der Kugelfunctionen). Trotzdem war es vielleicht nicht 
überflüssig, zu beweisen, dass die Annahme der Orthogonalität 
nicht als eine willkürliche, aus Gründen der Zweckmässigkeit 
gemachte, sondern als eine nothwendige, in dem Wesen des 
Problems begründete angesehen werden muss, weil hiernach 
die Anzahl der Körper, für welche das vorliegende Integrations- 
princip zum Ziele führt, von vornherein eine wesentlich be- 
schränkte ist. 

Man weiss nämlich durch die Untersuchungen von Bonnet 
und Darboux (vgl. Darboux, Sur les surfaces orthogonales, 
Annales de Tecole normale superieure t. III), dass die Gleichung 
einer Fläche, welche zu einem dreifach orthogonalen Flächen- 
system gehört, das Integral einer partiellen Differentialgleichung 
dritter Ordnung sein muss, welche zuerst von Cayley berechnet 
worden ist, und deren Integral man bisher nur in wenigen 
ausgezeichneten Fällen hat finden können, wenn nämlich die 
Fläche noch anderen Bedingungen unterworfen wird, wie dies 
z. B. in unserem Probleme der Fall ist. 

Dieses Resultat hat in der Ebene kein Analogon, indem 
jede ebene Curve als Individuum eines zweifach orthogonalen 
Curvensystems betrachtet werden darf. Die Richtigkeit dieser 
Behauptung leuchtet analytisch unmittelbar ein, lässt sich 
übrigens auch geometrisch folgendermassen beweisen: 

Jede ebene Curve gehört zu einer Curvenschaar. Jede 
Schaar ebener Curven erzeugt durch Rotation um eine in der 
Ebene der Curven liegende Axe eine Schaar von Rotations- 
flächen, welche orthogonal zu der Schaar der Meridian- 
ebenen ist. 

Nach einem Satze von Darboux (Darboux, Le9ons sur la 
theorie generale des surfaces t. II pag. 263) existirt noth- 
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wendig eine dritte Schaar von Flächen, welche mit den beiden 
ersten ein dreifach orthogonales System bildet. 

Diese muss von der Meridianebene in einer Curven- 
schaar, welche zu der gegebenen orthogonal ist^ geschnitten 
werden. W. z. b. w. 

Es ist also keine Beschränkung der Allgemeinheit; wenn 
Wangerin, um die Potentialgleichung für Rotationskörper 
auf gewöhnliche DiflFerentialgleichungen zu reduciren, von 
Anfang an zwei Schaaren orthogonaler Rotationsflächen zu 
Grunde legt, während wir noth wendig von der allgemeinsten 
Form der Transformationsgleichungen (2) ausgehen mussten. — 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unserer Unter- 
suchung zurück. Für ein orthogonales Coordinatensystem 
nimmt die transformirte Potentialgleichung eine bedeutend 
einfachere Gestalt an. Es ist 



(20) 



»■ - & + ©)' + (Ü)' - 



*: - m'+ (li?)'+ (fe)'- 






(dx\i (dy\i idz\^-> 



1 



(21) 



8(—) 



= A«. 



a/^i 



A,9i = Ä • Äj • Äj • 



\hhj 






^*- 






2 dQi 



) 



(vgl. z. B. Lame, Le9ons sur les coordonnees curnlignes et 
leurs diverses applications). 

Hierdurch geht (11) über in: 
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(22) 



?f-^-** + 17b**l?+^-''^'^-%^- 



+ r 



+'-^r-^-K + ''' 



d9 



^Kh + 



K 



dft 



2 dl 



\hhj 



+ y 



+11?:.,.^^ + ^^' 



89 



dQt 



hl dt 
lA < 
dti 

2Ä» |i + A . hh,h, -^ 






K + 



+ F 



/ Vääj ^pj7 



dQf 



hhji^ = 0. 



§ 4. Geometrisclie Bedeutung der Bedinguugsgleicliungen (17). 
Die Gleichungen (17) fordern, dass 

h 



(23) 



ax 



UäJ 



2Ä«^+UÄA-^^ = AÄ«-9(p); 



a(A.) 



2 



2 dX 



\hhj 



^*2 ä^ + ^^KK -J^ = A Aj . 92 (pa) , 



(24) 



oder 

d 






d9 



Führen wir drei neue Variable t^ t^y t^ ein, so dass 

''• (25) d^=e-^^^^^^^.dp; dt^^e-^'^'^^^'^'-dQ,-, d^,«-e-^^^^^^^'.d(>, 

(ßi ist reine Function von p,), so erhalten wir die Beding- 
ungen (24) in der Form 

3 
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wenn Ti eine von ti unabhängige Fonction bezeichnet, und 

,8 _ /^A« , /^\« , /^\» _ ____l 

(27) ' ~\dx) 'T' \dy/ ~^\<!zK~/dx[i,idyY,/de\* 

gesetzt wird. Daraus folgt 

f28^ *:_2:. Äl^T. *;._2;. 

2 1 " 

Zu genau denselben Bedingungen ist Darboux geföhrt worden, 
als er sich die Aufgabe stellte, alle orthogonalen Systeme zu 
finden, deren Flächen durch ihre Krümmungslinien mit un- 
endlich kleinen Quadraten bedeckt werden können. 

Das Ergebniss der mühevollen Arbeit, in welcher die 
schwierige analytische Aufgabe ihre Lösung gefunden hat, 
(Sur les surfaces orthogonales, Annales de Tecole normale 
superieure, t. IQ, 1866) können wir unmittelbar auf unser 
Problem anwenden. 

Ehe wir dazu übergehen, soll ein besonders einfacher 
Fall seine Erledigung finden. 

§ 5. Specieller Fall. — Oonforme Abbildmig zweier Bätune. 

Die Bedingungsgleichungen (26) sind offenbar erfüllt 
durch die Wahl 

(30) A' = Äi' = V = A«, 

wenn also x, y, z gemäss den Gleichungen 



(31) 



und 



{dx dx» . dy dy^ , dz dz_ ^ 

dx dx , dy^ ^ m ^ — O 

dT^"di "^ df/'dt '^dt/ dt "" ^ ' 

dx dx^ \dy ^ m — — 

[dti * di'^'^ dt/ dt^ "•" et, * a«, ~~ ' 



f 

■ 

I 



I 
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(32)(if)'+(i?)'+a-(if)'+(i)'+(iir-(©'+(it)'+gj)' 

als Functionen von t, f^, t^ bestimmt werden, 

Anm. Die erwähnte Arbeit |yon Darboux führt zu diesen Glei- 
chungen, wenn in den Formeln (85^") Ä = angenommen wird. — 

Die durch (31) und (32) gestellte Aufgabe ist die con- 
forme Abbildung des Raumes [t^ t^, t^] auf den Raum [x^ tfy is]. 
Nun hat Liouville in einer Abhandlung „Extension au cas des 
trois dimensions de la question du trace geographique", welche 
als Note VI dem Werke von Monge „Application de Tanalyse 
a la geometrie, V. ed. 1850" beigegeben ist, den Nachweis 
geliefert, dass ausser der ähnlichen Abbildung und der Ab- 
bildung durch reciproke Radien überhaupt keine in den klein- 
sten Theilen ähnliche Abbildung zweier Räume auf einander 
möglich ist. Da die erste Art der Abbildung für uns ohne 
Interesse ist, werden wir uns ausschliesslich mit der Abbil- 
dung durch reciproke Radien zu beschäftigen haben. Wir 
setzen also: 

ot (* — t) 



(33) 



X ÜUt -~~* 



y — y, = 



(<- 


■ »)' + («1 - r,r + {t. 


-r,)" 




X (*1 T,) 

■ ^r + («i - r,y + {t, ■ 


• 


(«- 


- t,y ' 




« (tj T,) 


. 



^ ^1 {t^ry + (t, _r,r+(e, -r,)«' 



(wo 3c, r, r^, t^f x^, y^, b^ Constanten sind). Da es jedoch 
gleichgültig ist, zwischen welchen Grenzen wir tj t^ , t^ variireu 
lassen, sind die Formeln (33) für unsere Zwecke nicht all- 
gemeiner als die folgenden: 

/0^\ Ott Xij Xig 

Es sind zwei Fragen zu beantworten: 

1) Liefern die Formeln (34) eine Losung unseres Problems, 
d. h. ist die Bedingung (18) erfüllt? 

2) Wenn dies der Fall ist, für welche Körper geben uns 
die Gleichungen (34) eine Lösung der Potentialgleichung, und 
wie sehen die so erhaltenen particulären Integrale aus? 

Zu 1). 

Die Bedingung (18) besagt allgemein: 

3* 
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(35) h 






a|i) a(A|i)| 



= A {AV(p) + V^iCc) + V^sCp.)}- 

Nun ist mit Benutzung von (26) und (29) 



a(? 



a* 



Ti^T,* dV 



und 



A.A2.^(p) = jriT^-ö'(0; 



wenn 5f(<) eine beliebige Function von ^ bezeichnet. 

Entsprechend lassen sich die übrigen Posten der Gleichung 
(35) umformen, wodurch diese übergeht in 



(36) 



T^ . 



(t) 



+ v 



Hl) 



+ r, 



2 



(t)1 



Für die vorliegende besondere Wahl des Goordinaten- 
systems t, t^, t^ ist T = T^ =' T^ "= \ zu setzen; es muss also 
die Bedingung 



(37) X 



^'(r).^'(l).^'(i)l 



+ 



+ 



= 9{t)+ 9i (t,) + 9, (t,) 



dt* ' dt^* ' dtt 
erfüllt sein. Dies ist gewiss der Fall, denn es ist 

1111 yi 



(38) 
folglich 

(89) 



Vä- W w yt* + t,* + t, 



H^.H^.Hi) 



+ 



+ 



0. 



dt* T 8t,» ' dtt* 

Wir werden also die darch (34) auf die Coordinaten 
t, ti, t^ transformirte Potentialgleichung sicher auf gewohn- 
liche Differentialgleichungen reduciren können. 

Zu 2). 

Wir haben zu untersuchen: Wie bilden sich die den 
Axenebenen \fit^], [^^]> [^^i] parallelen Ebenen auf den Baum 
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[x, y, 0] ab; d. h. welches sind die Flächen der constanten 

Aus (34) folgt: 
(40) (x-xO^+(y^yd'+(,-,,y=^±^^^ 

d. h. die Flächen der constanten ty ti, t^ sind Kugeln, welche 
sämmtlich durch den Punkt {x^^y^ %) gehen. Die Mittelpunkte 
der Kugeln aus der Schaar der Flächen constanter <-Werthe 
liegen auf der durch die Werthe y = j/i, = ^1 definirten 
Geraden, die Ebene x = x^ ist ihre gemeinsame Tangential- 
ebene im Punkte (x^y j/^, 0^). 

Entsprechend liegen die Centren der beiden anderen 
Schaaren auf den Geraden \x = Xi, = 0^1 und |^ = i»i; y *=J/i|; 
die beiden anderen Tangentialebenen im Punkte (x^, y^y 0^ sind 
die Ebenen y = j/i und = 0^ Die Länge des Radius jeder 

Kugel ist bzw. 



2t 


7 


X 

2*. 


y 


• 

X 
2*8 



Setzen wir z. B. ^ = const. = c, so erhalten wir alle Punkte 
der hierdurch definirten Kugelfläche, wenn wir t^ und ^ zwi- 

sehen — 00 und + ^^ variiren lassen. Da ~, 7-, 7- gleich- 

zeitig mit 7-, 7-, j- von — cx) bis + ^^ variiren, so können 

wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, in den Formeln 
(34) x= 1 setzen. 

Die drei unendlich fernen Ebenen if = + 00, ^^ =« -f- 00, 
fj «= + 00 werden als Kugeln mit unendlich kleinem Radius, 
die drei Ebenen ^ = 0, ^^ = 0, ^j = als Kugeln mit unend- 
lich grossem Radius abgebildet, d. h. es entsprechen diesen 
Werthen von t, <i, ^^ die Ebenen a? = a?i, y = yt, = 0i. — 

Ist die Potentialfunction auf einer Kugel mit dem Radius 
r und dem Mittelpunkte x = a, y = b, = c willkürlich ge- 
geben, so ist zu setzen: 

t 



(41) 



^ ** — t» + t,' + «»'~*^' 



y-'b = ^ 



h 



z — c 



+ tl* + ««" 

__h 

<' + <l' + «.'' 
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Die Schaar der Kugeln constanter ^-Werthe ist definirt durch 
die Gleichung 

(42) (x-ay+(y-by + (e-ey+(x-a){2r-\) = ^-r^, 

welche für ^ = — in die der vorgelegten Kugel übergeht. 

Um die gesuchte Form des Integrals der Potentialgleichung 
zu finden, transformiren wir diese mit Hülfe der Gleichungen 
(41) auf die Variablen t, t^, ^ und setzen dann 

(43) F= A . X . a; . Sj = Yi^^Tt^-fi^. Z.%^.%^ 

in die transformirte Gleichung ein, wodurch diese über- 
geht in: 



(44) 



1 



d*% , 1 d*%, 

T -T 



dt 



%i dt^ 

( d^% 

dt^ "^ 



:, 1 d^%, _ ^ 



(45) 






%i du 



" ^^~ Co Ä»o • 



2 '^2 



Von den drei Constanten c^, c^y c^ sind zwei willkürlich, 
die dritte ist bestimmt durch die Bedingung 

(46) c^ + c,^ + c,^ = 0. 

Die Integrale der Gleichungen (45) sind 



(47) 



X =x «cosc^ 4" ^^^^ • sine/; 
Xj = Xj • cos cji^ + Tc^l^ • sin cj)^ ; 



%. 



X 



2 



co8c^t^ + x^^^ ' sin c^t^. 



Demnach ist die Potentialfunction 

(48) r = Y^l^V+V^" I ("^ ^^^ ^^"^ ^ + ""^'^ ^'^ ^'^'"^ 

.(x,coscl'">/, + xi^^sincf>/,).(x,cos4'"^/,+ 
und es muss für jeden Werth des Beihenindex m 
(46») [c<""]* + [cf'J + [cf]* = 



sem. 
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Bei den k sind in (48) die Beihenindices weggelassen^ 
um kürzer zu schreiben. Setzen wir 



(49) [x . cos c^'^h + x^'^' sin c^'^U] 

so muss die Beihe 



1^ 

2r 



a 



im). 



(50) Ri:)+'x* + 



/ 3 




bei geeigneter Bestimmung der Constanten der Ausdruck der 
Potentialfimction auf der vorgelegten Kugel sein. Da jedoch, 
um die ganze Eugelfläche zu bestreichen^ t^ und f^ ^on — cx> 
bis -f~ <^ variiren müssen, Cosinus und Sinus aber periodische 
Functionen sind^ wird eine derartige Bestimmung nicht mög- 
lich sein, was mit dem bekannten Satze übereinstimmt^ dass 
die Entwicklung nach Kugelfunctionen die einzig mögliche 
Darstellung der Potentialfimction auf einer Kugelfläche liefert. 



§ 6. Ergebniss der Arbeit von Darboux. 

Darboux findet in der citirten Abhandlung, dasS; um die 
Bedingungen (29) zu erfüllen, x, y, 0, X als Functionen von 
t, t^^ t^ folgendermassen bestimmt werden müssen (wir geben 
die Besultate in unsem Bezeichnungen wieder): 



(51) 






u« = 



(52) 



4(f» 



m 



n == 



^ (t + 2 (?) (f. + 2 d) (<, + 2 ( i) 
4 d (2 d — a) (2 d — 6) (2 d — c) ' 

(2 d — (2 d — <,) (2 d — « ,) 
4 d (2 d + a) (2 d + 6) (2 d + c) ' 



■no a, h, c, d Constanten sind. 

Die Flächen dieses dreifach orthogonalen Systems, welche 
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constanten Werthen von ti (i = 0, 1, 2) entsprechen, sind 
durch die Gleichungen 

definirt. 

Dass die durch (51) und (52) transformirte Potential- 
gleichung sich auf gewöhnliche Differentialgleichungen redu- 
ciren lässt, ist bereits von Wangerin im 82. Bande von 
Borchardt's Journal gezeigt (vgl. auch eine Arbeit von Darboux 
in den Comptes reudus t. 83). Wir brauchen daher die weit- 
läufigen Rechnungen nicht anzuführen, welche nöthig siad, 
um zu beweisen, dass durch die in (51) und (52) gegebene 
Bestimmung von Xj y, z auch die Bedingung (18) bezw. (36) 
erfüllt ist. 

Das System (53) von Flächen vierter Ordnung, dessen 
merkwürdige Eigenschaften in der grossen Arbeit von Darboux 
den Gegenstand des ersten Abschnittes bilden, umfasst als 
besonderen Fall das System der homofocalen Flächen zweiter 
Ordnung; denn für df = cx) geht (53) über in 

(54) rr^i'^h^ + TT^,'^^^^^ 

und tj t^y t^ in die elliptischen Coordinaten, für welche die 
Beduction der Potentialgleichung ebenfalls durchgeführt ist. 
(Vgl. z. B. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen.) 

Da die in § 2 aufgestellten Bedingungen (16), (17), (18) 
nicht nur hinreichende sondern nothwendige sind, so hätten 
wir durch (53) bezw. (54) bereits sämmtliche Fälle erschöpft, 
in welchen unsere Integrationsmethode zum Ziele führt, wenn 
nicht das von Darboux gegebene Resultat einer Ergänzung 
fähig wäre in einem Punkte, welcher in dem folgenden Para- 
graphen näher bezeichnet werden soll. 

§ 7. Ergänzung des Besultates von Darbonx. — 
Botationskörper und Cylinderfläohen. 

Vorbemerkung. Im Folgenden werden wir den nach der 
Arbeit von Darboux citirten Gleichungen die Nummern, 
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welche sie dort führen^ in eckigen Klammem beifügen. Die 
Bezeichnungen sind, wo es zur Uebereinstimmung mit dem 
Vorhergebenden nothwendig ist, in entsprechender Weise ab- 
geändert. — Setzt man 

(55) A' ™ ^ ' ^i ' ^2 "" 

also 

Si = log r, ^, = log Ti , »i^ = log T,, 

so erhält man nach Darboux für 9i; 9ii, Stj die Bedingungen 

(56) 
[80] 



7 



\dt^ dtj\dt a*/""^i' 



dtj\dt, dtj 

wenn ^,- eine von ti xmabhängige Function bezeichnet. 

Nun fahrt Darboux auf S. 133 des citirten Journals 
folgendermassen fort: 

„II nous reste ä trouver la forme des fonctions SR, 9fii, ^2 
qui peuyent satisfaire ä ces trois equations. 

Prenons la premiere de ces equations. Soit, pöur abreger, 

(57) [81] f-5t„|| = 5t., 11 = -», II 6, 

notre equation deviendra 

(58), [82] («, + S3)(2l, + 6) = S. 

Donnons ä t une valeur constante. ^ ne changera pas, 
2I2 deviendra une fonction de t^, %^ une fonction de ^2- ^ ®st 
donc de la forme 

Ä = (» + W(6 + W, 

'f)i designant une fonction de t^^ 1^2 ^^^ fonction de t^. Faisons 
une nouvelle transformation. Soit 

83 + ^1 = 85', 6 + ^, = ®', n,-f),-^%, %-^,= 

Tequation [82] deviendra 

(59) [83] (S' + %) («i + 6') = ^ = 83' e', 
ou bien 
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(60) [84] ^ + |; + l-0/' 

B 1 

Zunächst sei darauf hingewiesen, dass der üebergang von 
[83] zu [84] nicht erlaubt ist, wenn Äi oder Äi gleich Null 
wird. Sei z. B. SJti «= 0, d. h. 

dann folgt aus der ersten Gleichung (56) 

und aus der zweiten 

31 -=«1(0 + «»(<»), 

so dass die Lame'schen Differentialparameter die folgende 
Gestalt annehmen 



(61) 



1 _ 1. ^yCO+V^W+yiCO+V'iCi). 

}- ::-^ — . gV'(0+/l(<l) + Vl(«i) + /l('.) 

^2 ^ 



Die Untersuchung, ob zu diesen Werthen dreifach ortho- 
gonale Flächensjsteme gehören, und wie diese beschaffen sein 
müssen, behalten wir uns vor. Dagegen soll ein anderer Fall 
ausführlich behandelt werden. 

Es ist nämlich auch die Herleitung der Gleichung [83] 
selbst nicht einwandsfrei. Dieselbe ist offenbar nur gültig 
unter der Voraussetzung, dass Ä von Null verschieden ist, 
eine Annahme, zu welcher wir nicht gezwungen sind. Be- 
stimmt man die Form der Functionen 3i, Stj, Sfig für Ä = 0, 
so stösst man auf grosse und interessante Glassen von Flächen, 
für welche die Bedingungen unseres Problems erfüllt sind. 
Die folgenden Ausführungen werden dies beweisen. 

Sei also Ä = 0. 

Einer der beiden Factoren von [82], z. B. STj + ß> muss 
verschwinden; d. h. 

Daraus folgt 
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(63) ^i = 9>,(t,) + q>(t)', SR = g>2 (^s) + 9>i (^i) . 

Hierdurch sind zugleich die beiden anderen Bedingungen (56) 
erfüllt, wobei Stg ®^® beliebige Function von t, ti sein kann; 
es ergiebt sich 



fJL = i . ßy*('»)+9(0 . Jfi* 



(64) 



Ji 






U; 



1 JL ^9(0+9i('i)+8<P7('i) 



Setze 



(65) 



(66) 









oder, wenn wir durch die Gleichungen 



(67) 



^* ^-9(0 öf^ ^-viCi) ^*« ^-y»('.) 



dt 



= e 



^Tj 



= e 



dtn 



= e 



drei neue Variable r, r^, Tg einführen und für die Grössen 

a;. ' (2r^. "" K lat.j "^ \dT.) "^ iat.j 

die Bezeichnung ^ wählen, 



(68) 



1 



1 I / N 1 1 / /^ ^ 1 1 



Um die Form der Functionen N und ^ zu bestimmen, 
müssen wir auf die sechs partiellen Differentialgleichungen 
zurückgehen, welche — wie Darboux im zweiten Abschnitte 
(§ Vni) nachweist — für ein orthogonales Coordinatensystem 
charakteristisch sind. Dieselben lauten in unseren Bezeich- 
nungen: 
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f^'(r) ,„H^)^(4')..,^(r)^(*7) 



(69) 
[33] 



dt^dt^ 



h'i- 



dxi ^T, 



+ Ä 



2 • 



5t, dr^ ' 



= Äi • 






3 t, 



+ K 



© ' (^•>) 



und 



> dtdt^ 



dt dzi 



+* 



1 • 



5t at, ' 

'© '(4) 



^Tj 



ar 



dti 



(.f).^tf)K...f.f=o, 



(70) j 
[34] 



/©■ 



dr 



8 t 



+ 






5 t, \ ^ 5t, - 



+(*i) 



2 



(^•) ^Q-) 



+(»") 



3 



5 Tj 5 Tj ' 



5tiV'^ 5ti / ' ^ ^ 5t 
Aus den ersten der beiden Gleichungen (69) folgt: 



5t 



= 0. 



(71) 

also 
(72) 
aus der dritten 



5tj5t, ' 5t 5 t, ' 

JV=2?'(r,r,) + ^s(T3), 



(73) 



a'^ ajP dlogiii , dF SlogK. 
5t5ti 5t 5ti '5ti 5t 



Ziehen wir die beiden letzten Gleichungen (70) von einander 
ab und berücksichtigen, dass Ä" = hi ist, so ergiebt sich die 
Gleichung 



(74) 



al^/VÄi'; 



8t 



rf.f).c«)..f.f- 



-(»■-) 



./©'© 



■5t 



5t 



= 0, 



oder mit Benutzung von (68) 



(76) 
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N soll aber die Form (72) haben; also 

a6)«'.Cf+g)+^(??+K?)-W©'+^ri-o. 

Daraus folgt znnäclist; dass entweder ^2('^2) ^^^ ^^^' 
stante, oder 

sein muss. Setzen wir die Werthe (68) in die erste Gleichung 
(70) ein, so erhalten wir die Gleichung 

i-*'i^(i?+?^)-[(ifr+(if)ii+*'(if)'-»' 

welche, wenn die Gleichungen (77) als erfüllt angesehen 
werden, übergeht in 

(79) [f,'ir,)V + P[f,it,)r + Qf.it,) + iJ = 0, 

wobei zur Abkürzung 



(78) 



(80) 



p= 



= 2- F(t, X,) • P, 

gesetzt ist. Wenn wir annehmen, dass ^2(^2) iiicht eine Con- 
stante ist, so verlangt diese Gleichung, dass 22 = const. 

Ist JB = 0, so muss, da /i'(^2) J^ic^t verschwinden soll, 
F{r, Tj) = sein; es ergiebt sich femer die Bedingung 

m *e^ + E?)-(ßf)'+(l*)'l— '«■*•- 

wo a eine von Null verschiedene Constante bezeichnet, und 

es ist 

(82) /;'(^2) = ±2«/i(r2); also /^(ra) = xe±2«-.. 

Für JB =1= kann die Gleichung (79) nur bestehen, wenn 
JP(r, Tj) = const. Dann dürfen wir N => f^ (r^) setzen [nach 
(72)] und erhalten für /^(Tg) und ^ (t, Tj) wieder dieselben 
Bedingungen (81) und (82). Die Grössen (68) nehmen bei 
dieser Bestimmung, wenn noch + 2 «Tg durch tg ersetzt, und 



—u 
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X = 1 angenommen wird, — was ohne Beschränkong der 
Allgemeinheit geschehen kann — die Form an 

(83) ^ = e-**-^(r,Ti); j^. = e"^* • * (r, rj ; ^.. = c 

Für ^ (r, rj) folgt aus (81) 

(84) ^ (r, rj = ^^ +/'0 V (Lrj'O . 

Wir sehen von diesem besonderen Falle ab, nehmen also 
an, dass f^{t^ = const., und setzen 

(85) N=F(t,t,). 

JF(r, Ti) muss ein Integral der Gleichung (75) sein, welche 
sich in die Form setzen lässt: 

es ergiebt sich 

(87) ^- = f(r + it,) + f^(t- irO . 

Da -^^ r nothwendig eine reelle Function ist, müssen f und 

/i conjugirt complexe Functionen sein. 

Zur Bestimmung von ^ bleiben uns die Gleichungen (73) 
und die Gleichungen (70), deren erste bereits in die Form 
(78) gebracht ist. Aus (78) folgt: 

(P^J :,^i = j^i 

oder 

Nun ist aus der Theorie der Liouville'schen Gleichung 
bekannt (vgl. z. B. Jordan, Cours d'analyse, t. III, Deuxieme 
edition, pag. 358, Paris 1896), dass die Function 

das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung 
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ist. Diese geht; wenn wir durch die Substitution 

> 

zwei neue unabhängige Variable r, r^ einführen, über in 

A n ^T ^* \}og O] , a« [log 0] . .2 
A [log CD] "-^t— + —f^ = 4^*. 

Die Gleichung (89) lässt sich demnach schreiben 
(90) A[log ^]«A[logct>], 

wenn 



gesetzt wird. Daraus folgt: 

(91) 2 log ^ - log (^^^ =5 (t + irO + <7x (r - ir,), 

Die beiden letzten Gleichungen (70) lauten 

l4f-l«-4f-^-*l(lf)'+(©'l+*-^S-o> 

und reduciren sich — da wir die Gleichung (75) benutzt 

haben — auf eine einzige. Setzen wir für ^ die Form (92) 

ein, so ergiebt sich mit Benutzung von (87) 

dF d{G'Gi) dF diß'G,) ^ 
dt bz dti dti ' 

während aus (73) folgt: 

dF ^ djGG,) , dF ^ d{G' G^) ^ ^ 
dti dt ' dt dt^ 

Beide Gleichungen können nur bestehen, wenn entweder 
G ' G^'^ const. oder 

woraus wieder ^ = folgen würde. 
Also G ' Gi^=^ const. 

(C^A\ ,,.2 4.f{t + it,)^f{t--it,) _ \d t) ^\dt j 
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Wir erhalten für K\ h^\ h^" folgende Ausdrücke: 

/ 1 



(95) 



^ = 4/" (r + itj) . /;' (r — ir,) , 



in welchen /* (r + ir^) eine beliebige reelle oder complexe 
Function des Argumentes (t + ir^), f^ (t — iti) die conjugirt 
complexe Function ist. 

Es bleibt uns noch übrig, x, y, e diesen Gleichungen 
gemäss als Functionen von r, r,, x^ auszudrücken. Hierfür 
hat Darboux in § VIII folgende Methode angegeben: 

Bezeichnet man mit u einen der Buchstaben x^ y, z\ mit 
Uy Uly U2 die Cosinusse der Winkel, welche die Axe u mit 
den Normalen der drei Flächen r, r^, Tg bildet, so sind ü, 
Uly U^ Integrale des Differentialgleichungssystems: 



(96) 
[38] 



dt 

du 



wobei zur Abkürzung 



^^-Üg/Jji— I7/So,;-^*= J7i/S2i5 






TJ,ß,^\ 






Ußfyi-- Uißi2 y 



ßix = A/' 



(.7-) 



dz^ 



gesetzt ist. 

Indem man je drei in einer Horizontalreihe des Systems 
(96) stehende Gleichungen als ge wohnliches Differential- 
gleichungssystem auffasst, überzeugt man sich leicht, dass 
sich Uy Uly U2 aus (96) als Functionen von r, r,, r^ mit drei 
willkürlichen Constanten ergeben. Es lassen sich nach Dar- 
boux drei — durch die Werthe der drei willkürlichen Con- 
stanten verschiedene — Systeme von Integralen 

(97) Xy Xj, X2; Yy Fj, ITg; Zy Ziy Z^ 

aufstellen, welche den neun Bedingungen 
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(X^ + X,^ + Z/ = 1, (X^ + Y' +Z^ =1, 

(98) { Y' + F/ + Y,' = 1, (99) W + Y,' + Z.' = 1. 

[z^ + Z^^ + Z,' = 1, U,2 + Y,' + Z,' = 1, 

(XY+X,Y, + X,Y,^0, 
(100) jzx + Z^Xi + Z^X^ = 0, 

lrz + Y,Z, + Y,Z,=0 

genügen. Wenn wir ausserdem in irgend einem Punkte, d. h. 
bei numerisch gegebenen Werthen von t, x^y Tj, die Lage des 
Coordinatensystems x, y, z gegen das Fläcbensystem r, Tj, x^ 
fixiren, so sind die Werthe der sämmtlichen Grössen (97) 
für den betrachteten Punkt, und damit die neun in ihnen 
enthaltenen Constanten bestimmt. 

Wjr können demnach den Satz aussprechen, dass zu 
einer gegebenen Form der Diflferentialparameter Ä", Ä^", Äg" im 
Wesentlichen ein einziges System von Richtungscosinussen 
(97) existirt. 

Diese Erkenntniss, welche bei Darboux nicht mit Be- 
stimmtheit ausgesprochen ist, wird für uns im Folgenden von 
Nutzen sein. 

Die drei zu den so bestimmten Integralsystemen gehöri- 
gen Ausdrücke von der Form 

jj77 Udx + p C^i ^^1 + p ^2 ^^2 

sind vollständige Differentialien, durch deren Integration man 
die Coordinaten als Functionen von r, r^, Tg erhält: 



(101) 



^ = / Ij-nZdx + j^r, Zi dXi + Jjn Z^dxA ' 



Diesen Process wollen wir für die durch (95) gegebenen 
Differentialparameter ä", Äi', h'i vollständig durchführen. 

4 



5ö 
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(102) 



Hot — « 



Siog(/^Yi) 



r> 



i 'H-^ 






f' + fj _ 

0; 



^Tj 



5 rio — 2 



1 S\og (f'fx) 



/'' 



.•^>"^(a 



^T) 



at 



A2 



. r-A' 



2Vr/'i' 



Äi = 0; 



(i)|?= 






riV^^ TT-———- (V^^^^ — TT* ^'- (YT\ ^ ^' 

(103) j '^ -^ atr. — ^«2 ati ' ''^''aT. ^2 8t, ' ''^^''ar. 

cvin ^^ = ü ^ "^ — • rvDD ^^' L^ iTi ^ ~^- - 
^ ^ ^»j 2v77^' ^ ^ a», * 2)//"/;' 

(IX) 1^ = - ir-^-Ü - K i-^^- 



«0; 



= 0; 



Aus (I) und (IV) folgt: 

'f'\ o /r 



dU 



fe) eA-^ 



/■• 



CO*) IJ-^-f^^T^-Oi-^f^-^iB^ 



aus (II) und (V) folgt: 



(f 



n 



(105) 



^r dx^ dti dt 



r 



0; also Ui = i>(Pj- 



Setze diese Ausdrücke in (I) und (II) ein: 






^^, wenn 9 = 






— *— ^ • 



cos 
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Multiplicire mit q>^ if; bzw. und addire: 

cp« + *^ = a^ 

wo o( in Beziehung auf t, r^ constant ist, wohl aber von r^ 
abhängen kann. 

g)= «. jcos ilog (V^) hcosy —- sin tlog (]/^) -sinyl; 

denn f(r + ir^) und /i (r — it^) sind conjugirt complexe 
Functionen, modfl/>/ 1 = 1. 

Setzen wir also cos y + i sin y = c, cos y — i sin y *==: — , 

c 

so ergiebt sich 

(106) t7 = ^ = |{c>/| + ll/p); 

(107) U, = V^^^^'^[cYl-^Vj]. 

Aus (III) und (IV) folgt, dass U^ eine reine Function von 
t^ ist; um verwickelte Rechnungen zu ersparen, benutzen wir 
schon jetzt die Anfangsbedingungen (98), welche besagen, dass 

(108) ü"' ~ 1 — al 
Es ist 

also 

j^dü , -pj dUi da 

4* 
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woraus mit Benutzung von (VII) und (VIII) folgt: 

(109) IS = 4>^1^^'- (« + !)• 

Dasselbe Resultat erhält man mit Hülfe von (108) aus (IX), 
so dass wir also diese Gleichung nicht mehr zu berücksichtigen 
brauchen. 

Aus (VII) und (VIII) ergiebt sich aber femer die Gleichung 

welche, wenn wir die aus (106) und (107) abgeleiteten "Werthe 



dt^ 


■^ 2 (2r, V 


und 




du, 

dtm 


i da 
2 dtc, 



einsetzen, übergeht in 

(m (l-«)IS-«(?+i)U- 

Die Gleichungen (109) und (110) sind erfüllt, wenn 

a = const. und c^ = — 1 
oder 

tt = cos r2 + const., a = sin r2 + const. und c^ = -}- 1 

gesetzt wird. Die Annahme a = widerspricht der Glei- 
chung (VII), 

Zu den drei Combinationen 






u^ = -i, 



a = sin Tg + X , 
,c« = + 1 



a = cos tg + x', 

gehören drei Integralsysteme 

(97) X, X„ X,; Y, Y„ Y,; Z, Z„ Z^. 

Wenn wir über die drei Constanten x, x', x" so verfügen 
können, dass die sechs Bedingungsgleichungen (99) und (100) 
befriedigt werden (die Gleichungen (98) sind bereits benutzt), 
so sind die gesuchten Richtungscosinusse gefunden. Denn es 
ist gezeigt worden, dass wesentlich verschiedene Zusammen- 
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Stellungen (97) von den angegebenen Eigenschaften nicht 
existiren können. 



also 



Zunächst muss 



a» + «'» + «"» = 2 
sein. Ferner folgt ans 

Xr+ r» + z» = i, 

dass 

— a» + «'* + «"« = 

zu setzen ist. Demnach ist 

a« = 1 und «'» + «"« == 1, 
«'* + a"* = cos' Tg + sin'tj + *' sinr, + x" cosr, + x'x". 
Wenn den^emäss fQr jedes r, 

X sinr^ + X cos t^ -f- oc x =0 

sein soUy so muss 

x' = und x" = 
gesetzt werden. 

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass jetzt auch die Be- 
dingungen (100) bei geeigneter Combination der Vorzeichen 
erfüllt sind. 

Wir erhalten: 



X = i 



.f-fi 



^vrn 



7f 



X, 






,t 



z,=.o, 



(111) 



rr + / 1 .— ,f fi „ 

= — ; cosYo, J, = i — ;=^-cosr2, Yo= — sinr«, 

Z = — :r=-sinr2, Zj«»« — ^='Sinr2, Z2=cosr2. 



2yr/"i 



2V?7i 



(112) 



(113) 
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Also itt naeh (101) 

rrf^-i(r-A')d^-(r+A')rf^i, 

äff = (r+ A') co% t^dt + i(f— f^ eoa x^äx^— (f+Q sinrjrfr,, 

ä^ — (r+ AO miX^dx + i(f— fi) 8illTjrfT,+ (f+fi) cos TjrfTg, 

r^ = i(/^-/i), 

y = (/'+A)co8T„ 

z =(/'+/;) sin r,. 

Das dreifach orthogonale Flächensystem, dessen Differential- 
parameter die Form (95) haben ^ ist also^ wie man ans den 
für die Coordinaten gefundenen Ausdrücken erkennt^ gebildet 
ans zwei Schaaren orthogonaler Rotationsflächen mit gemein- 
samer Botationsaxe xmd den zugehörigen Meridianebenen. 

Bezeichnen wir die Cartesischen Coordinaten der Meridian- 
ebene mit X und r, so sind die beiden Schaaren Ton Meridian- 
curren repräsentirt durch die Gleichungen 

*'(/*(^ + *^i) — /i (^ — *^i)); 

fit + ir^) + /; (r — ir,), 
bzw. durch die eine Gleichung 
(115) x + ir = 2if(t + ix^) = g (r + irj 

Damit f&r unsere Rotationsflächen die Reduction der 
Potentialgleichung möglich wird, ist noch die Bedingung (18) 
zu befriedigen, welche wir bereits in die Form (36) 



(lU) {iz 



2 I / . \ m2 I _ /, \ m2 



(36) git)T' + g,it,)Tl + g,iQT: 



2 



a'(i) a«(|) a'(i) 

gebracht haben; ersetzt man in dieser gemäss (68) und (85) 
t, <i, t^ durch r, r^, Tg; T und Tj durch 1; T^ durch ^ und 

A durch y^, so geht sie über in 



|8'(-L\ ei-^ d-(4^ 






h(t)+h,(T^)+h,{t,)i>' 
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Die linke Seite ist^ da F nicht von t^ abhängt^ gleich 



^ J KVFJ , \VF/ 



VF- 



VF. . 



ifd*F . d*F\ 



a< 



. mnm 



— U' 



8 JP« 8 

[vgl. (87) und (94)]. Da auch f von r^ unabhängig ist, so 
ergiebt sich aus (116) die Bedingung 

(117) n,^^G(t) + a,(t,), 

oder mit Benatzung Ton (94) und (115) 

^^^^) [g (r + ix.) -g, (.-<.,)]' = -^W + ^> W' 
wenn ^^(r — it^) die conjugirt complexe Function zu 5(r+iri) 
ist, und -H, H^ irgendwelche reine Functionen von r, r^ bezw. 
bezeichnen. 

Dies ist genau die Bedingung, welche Wangerin in der 
mehrfach erwähnten Arbeit aufgestellt hat, und aus welcher 
dort gefolgert wird, dass 5 (tr + itj) eine elliptische Function 
des complexen Argumentes t -f- it^ sein muss. Die Gleichungen 
der Meridiancurven, welche dieser Bestimmung entsprechen, 
sind von Wangerin und neuerdings von Haentzschel (Studien 
über die Reduction der Potentialgleichung auf gewöhnliche 
DiflFerentialgleichungen, Berlin 1893) eingehend untersucht. 



Wir haben bei der Bestimmung der Function f aus (88) 
nicht berücksichtigt, dass F(ty tj) auch eine Gonstante sein 
kann. Diese Möglichkeit soll jetzt noch untersucht werden 
und zwar setzen wir jP = 1, wodurch die Allgemeinheit offen- 
bar nicht eingeschränkt wird. 

ifj (r, T,) muss dann der Gleichung 

genügen. Daraus folgt: 

(119) i? (r, tr.) = /-(r + ir,) • f, (r - ir,) , 

WO f{x + ix^ und /"(r — ix^ wieder conjugirt complexe Func- 
tionen sind. 
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Für 7*", Äj", Äj" ergeben sich die Ausdrücke 

(120) yi = Ä/' "" f^^ + *^i) 'fi(y — i^i) ; J^' = 1 • 

Die DiflFerentialgleichungen (96) nehmen für diese Wahl die 
folgende Gestalt an: 



dz 

St, 



äz "= — » üi 



ar 



= -iUi 



^'«^t) du. 









dt ' dz 
iU-^^. P-0, 



^Ti ' dti 



= 0, 






Ihre Integrale sind mit Benutzung der Bedingungsglei- 
chungen (98) 

(122) z7-±}(c^+i^), ü,^±"i(cL-Lffi,ü,^yTz:^. 

a und c sind hier Constanten in Beziehung auf alle drei 
Variablen r, r^j r^. 

Wir haben drei Werthsysteme 

(123) a, c; «', c'; a", c" 

zu bestimmen, so dass die drei zugehörigen Integralsysteme 
(97) den sechs Bedingungen (99) und (100) genügen. Die 
sechs Grossen (123) müssen Losungen der Gleichungen 



(124) 



a« +«'« +«"* =2, 

-0, 









sein. Diese sind befriedigt, wenn 

(125) c«=l,« = l; c' 1;«=!; c" = c",a"==0 

gesetzt wird. 

Anmerkung. Um ein naheliegendes Bedenken zu beseitigen, sei 
bemerkt, dass eine derartige Bestimmung in dem vorhergehenden Falle 
nicht möglich ist, weil dort den Grössen a und c ausser den Neben- 
bedingungen noch durch das Differentialgleichungssystem selbst gewisse 
Bedingungen auferlegt sind. 



(126) 
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Mit Hülfe der drei durch (125) bestimmten Integralsysteme 

X_ * L Li T=— ^ ^ Y — 

erhalten wir in bekannter Weise: 

a; = I { 5(^ + *0 — 5i(i^ — »»^i) } » 



(127) 



2 



^2? 



wobei 

gesetzt ist 

Das zu (120) gehörige dreifach orthogonale Flächensystem 
ist; wie man aus dieser Form ersieht^ gebildet aus der Schaar 
zur XF- Ebene paralleler Ebenen und zwei auf diesen senk- 
recht stehenden Schaaren orthogonaler Cylinderflächen. 

Wir haben noch zu prüfen, wann die Bedingung (116) 
für ein solches Flächensystem erfüllt sein wird. Es ist i^ = 1 
zu setzen, wodurch die linke Seite jener Gleichung Null wird. 
Die rechte Seite aber können wir stets durch die Wahl 

Ä(r) = ä,(t,) = h,it,) = 

zum Verschwinden bringen. 

Daraus folgt, dass für sämmtliche in (127) enthaltene 
Flächen die Beduction der Potentialgleichung möglich ist. 
Dies ist auch unmittelbar zu sehen. Denn transformiren wir 
die Gleichung 

durch die Substitution (127), so geht der letzte Posten in 
— 2 über, während yj + ^-y in Beziehung auf jede Trans- 

formation 
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bekanntlich invariant ist^ so dass wir erhalten 

dz ox^ ox^ 

§ 8. ZusammenfasBiuig des gesammten Resultates, 

Gestützt auf die im ersten Abschnitte entwickelte all- 
gemeine Theorie haben wir in den Gleichungen (16), (17), 
(18) des zweiten die Bedingungen aufgestellt, welche noth- 
wendig und hinreichend sind, damit sich die Potentialgleichung 
in der angegebenen Weise auf gewöhnliche Diflferential- 
gleichungen reduciren lässt. 

Die analytische Aufgabe, alle den Bedingungen (16), (17), 
(18) entsprechenden Flächensysteme herzuleiten, ist zum 
grössten Theile gelöst. Auf zwei Punkte, welche noch eine 
eingehende Untersuchung erfordern, ist bereits hingewiesen 
worden [bei (61) und (83)]. Auch der von Darboux in § XII, 35 
(c. 1. pag. 140) gegebene Beweis, dass die Annahme Ä = 1 in 
den Formeln [85^^"] auf S. 135 unzulässig sei, scheint noch 
einer genauen Prüfung bedürftig zu sein. 

Sind diese Einzelheiten erledigt, so werden sämmtliche 
Fälle erschöpft sein, in welchen sich die Potentialgleichung 
nach der behandelten Methode integriren lässt. 



